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2変数関数の微分の理論を構築するのに有効な合成関数の微分法を考える.

1変数関数の合成関数の微分法{
f
(
g(x)

)
}′ = f ′(g(x)) g′(x).

u = g(x), y = f(u)と見ると,

dy

dx
=

dy

du
· du
dx

.
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2変数関数の合成関数

2変数関数 f(x, y)があったとき, xと yを決める 1変数関数 x(t), y(t)が
あれば, tを独立変数とする新しい 1変数関数 z(t) = f

(
x(t), y(t)

) が構成
できる.

t

x(t)

y(t)

(
x(t), y(t)

)
f
(
x(t), y(t)

)x

y

f

tのところを (u, v)と 2つの数の組にすれば, 2変数関数 x(u, v)と y(u, v)
による合成関数 z(u, v) = f

(
x(u, v), y(u, v)

) が構成できる.

ここで考えたいのは, z(t) = f
(
x(t), y(t)

) の導関数を計算する方法である.
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合成関数の微分法 (連鎖律)

f(x, y)が全微分可能, x(t), y(t)が微分可能ならば
d

dt
f(x(t), y(t)) =

∂f

∂x
(x(t), y(t))

dx

dt
(t) +

∂f

∂y
(x(t), y(t))

dy

dt
(t).

z = f
(
x(t), y(t)

)とすれば,

dz

dt
=

∂f

∂x
· dx
dt

+
∂f

∂y
· dy
dt

また, 全微分を dtで割れば,

dz = fx dx+ fy dy ⇒ dz

dt
= fx

dx

dt
+ fy

dy

dt
.
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合成関数の微分法の証明

全微分可能であることの定義を思い出そう.

f(x, y)が (a, b)で全微分可能とは

f(x, y) = f(a, b) + α (x− a) + β (y − b) + g(x, y),♡

lim
(x,y)→(a,b)

g(x, y)√
(x− a)2 + (y − b)2

= 0⋆

となる α, β, g(x, y)があることである.

ここで, α = fx(a, b), β = fy(a, b)であった.
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z(t) = f
(
x(t), y(t)

)とおく.
x(c) = a, y(c) = bとし, x(t), y(t)は t = cのとき微分可能であるとする.

f(x, y)は (a, b)で全微分可能だから,

f(x, y) = f(a, b) + fx(a, b) (x− a) + fy(a, b) (y − b) + g(x, y),♡

lim
(x,y)→(a,b)

g(x, y)√
(x− a)2 + (y − b)2

= 0⋆

となる g(x, y)がある.
x = x(t), a = x(c), y = y(t), b = y(c)とすれば, ♡ より,

f
(
x(t), y(t)

)
− f

(
x(c), y(c)

)
= fx(a, b)

(
x(t)− x(c)

)
+ fy(a, b)

(
y(t)− y(c)

)
+ g

(
x(t), y(t)

)
.
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したがって,

z(t)− z(c)

t− c
= fx(a, b)

x(t)− x(c)

t− c
+ fy(a, b)

y(t)− y(c)

t− c
+

g
(
x(t), y(t)

)
t− c

.

ここで, 仮定より

lim
t→c

x(t)− x(c)

t− c
= x′(c), lim

t→c

y(t)− y(c)

t− c
= y′(c).

問題は, lim
t→c

g
(
x(t), y(t)

)
t− c

である.

lim
t→c±0

g
(
x(t), y(t)

)
t− c

= lim
t→c±0

g
(
x(t), y(t)

)√(
x(t)− x(c)

)2
+
(
y(t)− y(c)

)2
× lim

t→c±0

√(
x(t)− x(c)

)2
+
(
y(t)− y(c)

)2
t− c

.
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t → cのとき (
x(t), y(t)

)
→

(
x(c), y(c)

)
= (a, b) だから, ⋆ より

lim
t→c

g
(
x(t), y(t)

)√(
x(t)− x(c)

)2
+
(
y(t)− y(c)

)2 = 0.

一方,

lim
t→c+0

√(
x(t)− x(c)

)2
+
(
y(t)− y(c)

)2
t− c

= lim
t→c+0

√(
x(t)− x(c)

)2
+
(
y(t)− y(c)

)2√
(t− c)2

= lim
t→c+0

√(x(t)− x(c)

t− c

)2
+

(y(t)− y(c)

t− c

)2
=

√(
x′(c)

)2
+
(
y′(c)

)2
.

したがって, lim
t→c+0

g
(
x(t), y(t)

)
t− c

= 0×
√(

x′(c)
)2

+
(
y′(c)

)2
= 0.
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同様にして,

lim
t→c−0

√(
x(t)− x(c)

)2
+
(
y(t)− y(c)

)2
t− c

= lim
t→c−0

−

√(
x(t)− x(c)

)2
+
(
y(t)− y(c)

)2√
(t− c)2

= lim
t→c−0

−
√(x(t)− x(c)

t− c

)2
+

(y(t)− y(c)

t− c

)2
= −

√(
x′(c)

)2
+
(
y′(c)

)2
.

したがって,

lim
t→c−0

g
(
x(t), y(t)

)
t− c

= 0×−
√(

x′(c)
)2

+
(
y′(c)

)2
= 0.
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以上から, lim
t→c

g
(
x(t), y(t)

)
t− c

= 0なので,

z′(c) = lim
t→c

z(t)− z(c)

t− c

= lim
t→c

fx(a, b)
x(t)− x(c)

t− c
+ lim

t→c
fy(a, b)

y(t)− y(c)

t− c
+ lim

t→c

g
(
x(t), y(t)

)
t− c

= fx(a, b)x
′(c) + fy(a, b) y

′(c).

これは
d

dt
f(x(t), y(t)) =

∂f

∂x
(x(t), y(t))

dx

dt
(t) +

∂f

∂y
(x(t), y(t))

dy

dt
(t)

を意味する.
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例 5.1.

f(x, y) = xyは全微分可能であって, fx = y, fy = xなので,

d

dt
f
(
x(t), y(t)

)
= fx

(
x(t), y(t)

)
x′(t) + fy

(
x(t), y(t)

)
y′(t)

= y(t)x′(t) + x(t) y′(t).

これは結局積の微分法を表しているに過ぎない.

d

dt

(
x(t) y(t)

)
= x′(t) y(t) + x(t) y′(t).
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合成関数の微分法 (連鎖律)

偏微分の計算は, 1変数関数の微分と変わらなかったわけなので,
次のようになることはすぐにわかる.

f(x, y)が全微分可能, x(u, v), y(u, v)が偏微分可能ならば
∂

∂u
f(x(u, v), y(u, v)) =

∂f

∂x
(x, y)

∂x

∂u
(u, v) +

∂f

∂y
(x, y)

∂y

∂u
(u, v),

∂

∂v
f(x(u, v), y(u, v)) =

∂f

∂x
(x, y)

∂x

∂v
(u, v) +

∂f

∂y
(x, y)

∂y

∂v
(u, v).
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例 5.2.

z = xy, x = u2 + v2, y = 4uvについて,
∂z

∂u
,
∂z

∂v
を求める.

∂z

∂x
= y xy−1,

∂z

∂y
= xy log x.

∂x

∂u
= 2u,

∂x

∂v
= 2 v,

∂y

∂u
= 4 v,

∂y

∂v
= 4u.

したがって,

∂z

∂u
=

∂z

∂x
· ∂x
∂u

+
∂z

∂y
· ∂y
∂u

= (y xy−1) (2u) + (xy log x) (4 v)

= 2xy−1 (u+ 2 v x log x),

∂z

∂v
=

∂z

∂x
· ∂x
∂v

+
∂z

∂y
· ∂y
∂v

= (y xy−1) (2 v) + (xy log x) (4u)

= 2xy−1 (v + 2ux log x).
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さすがに z = (u2 + v2)4uv と代入してから計算するのは大変である.

最後は無理して u, vだけの式にしようとしなくてよい.

因数分解は今回は行ったが, 別に義務ではないので,
難しそうなら, やらなくて構わない.

合成関数の微分法は大事な計算なので, しっかり計算できるように
たくさん練習しよう.
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例 5.3.

z = log(x3 + y3), x = e2u cos 5v, y = e2u sin 5vについて,
∂z

∂u
,
∂z

∂v
を求める.

∂z

∂x
=

3x2

x3 + y3
,

∂z

∂y
=

3 y2

x3 + y3
.

∂x

∂u
= 2 e2u cos 5v,

∂y

∂u
= 2 e2u sin 5v,

∂x

∂v
= −5 e2u sin 5v,

∂y

∂v
= 5 e2u cos 5v.
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したがって,

∂z

∂u
=

∂z

∂x
· ∂x
∂u

+
∂z

∂y
· ∂y
∂u

=
3x2

x3 + y3
(2 e2u cos 5v) +

3 y2

x3 + y3
(2 e2u sin 5v)

=
6 e2u (x2 cos 5v + y2 sin 5v)

x3 + y3
,

∂z

∂v
=

∂z

∂x
· ∂x
∂v

+
∂z

∂y
· ∂y
∂v

=
3x2

x3 + y3
(−5 e2u sin 5v) +

3 y2

x3 + y3
(5 e2u cos 5v)

=
10 e2u (−x2 sin 5v + y2 cos 5v)

x3 + y3
.
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例 5.4.

f(x, y)が C2級のとき, g(u, v) = f(2u− 3v, 5u+ 4v)の 2次偏導関数を
求めてみよう. x(u, v) = 2u− 3v, y(u, v) = 5u+ 4vとみる.

∂x

∂u
= 2,

∂x

∂v
= −3,

∂y

∂u
= 5,

∂y

∂v
= 4.

合成関数の微分法より,

∂g

∂u
=

∂f

∂x
· ∂x
∂u

+
∂f

∂y
· ∂y
∂u

= 2 fx(2u− 3v, 5u+ 4v) + 5 fy(2u− 3v, 5u+ 4v),

∂g

∂v
=

∂f

∂x
· ∂x
∂v

+
∂f

∂y
· ∂y
∂v

= −3 fx(2u− 3v, 5u+ 4v) + 4 fy(2u− 3v, 5u+ 4v).

これを uもしくは vでもう 1回偏微分すれば, 2次偏導関数が求められる.
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したがって, 変数 (2u− 3v, 5u+ 4v)を省略して書くと,

∂2g

∂u2
= 2

(
fx(2u− 3v, 5u+ 4v)

)
u
+ 5

(
fy(2u− 3v, 5u+ 4v)

)
u

= 2
(∂fx
∂x

· ∂x
∂u

+
∂fx
∂y

· ∂y
∂u

)
+ 5

(∂fy
∂x

· ∂x
∂u

+
∂fy
∂y

· ∂y
∂u

)
= 2

(
2 fxx + 5 fxy

)
+ 5

(
2 fyx + 5 fyy

)
= 4 fxx + 20 fxy + 25 fyy,

∂2g

∂v∂u
= 2

(
fx(2u− 3v, 5u+ 4v)

)
v
+ 5

(
fy(2u− 3v, 5u+ 4v)

)
v

= 2
(∂fx
∂x

· ∂x
∂v

+
∂fx
∂y

· ∂y
∂v

)
+ 5

(∂fy
∂x

· ∂x
∂v

+
∂fy
∂y

· ∂y
∂v

)
= 2

(
−3 fxx + 4 fxy

)
+ 5

(
−3 fyx + 4 fyy

)
= −6 fxx − 7 fxy + 20 fyy.
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また,

∂2g

∂u∂v
= −3

(
fx(2u− 3v, 5u+ 4v)

)
u
+ 4

(
fy(2u− 3v, 5u+ 4v)

)
u

= −3
(∂fx
∂x

· ∂x
∂u

+
∂fx
∂y

· ∂y
∂u

)
+ 4

(∂fy
∂x

· ∂x
∂u

+
∂fy
∂y

· ∂y
∂u

)
= −3

(
2 fxx + 5 fxy

)
+ 4

(
2 fyx + 5 fyy

)
= −6 fxx − 7 fxy + 20 fyy, gv, guvが連続だから guvと同じ

∂2g

∂v2
= −3

(
fx(2u− 3v, 5u+ 4v)

)
v
+ 4

(
fy(2u− 3v, 5u+ 4v)

)
v

= −3
(∂fx
∂x

· ∂x
∂v

+
∂fx
∂y

· ∂y
∂v

)
+ 4

(∂fy
∂x

· ∂x
∂v

+
∂fy
∂y

· ∂y
∂v

)
= −3

(
−3 fxx + 4 fxy

)
+ 4

(
−3 fyx + 4 fyy

)
= 9 fxx − 24 fxy + 16 fyy.
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次の問題にチャレンジしてみよう. 結果も大事だが, 計算ができれば合成
関数の微分法をしっかりマスターできたことになる.

例 5.5.

f(x, y)は C2級とする. g(r, θ) = f(r cos θ, r sin θ)について, 次を計算し
なさい.

(1)
∂g

∂r
(2)

∂g

∂θ
(3)

∂2g

∂r2
(4)

∂2g

∂θ2

(5)
(∂g
∂r

)2
+

1

r2

(∂g
∂θ

)2
(6)

∂2g

∂r2
+

1

r

∂g

∂r
+

1

r2
∂2g

∂θ2

x = r cos θ, y = r sin θに対し,

∂x

∂r
= cos θ,

∂x

∂θ
= −r sin θ,

∂y

∂r
= sin θ,

∂y

∂θ
= r cos θ.
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合成関数の微分法より,

(1)
∂g

∂r
=

∂f

∂x
· ∂x
∂r

+
∂f

∂y
· ∂y
∂r

= fx cos θ + fy sin θ,

(2)
∂g

∂θ
=

∂f

∂x
· ∂x
∂θ

+
∂f

∂y
· ∂y
∂θ

= fx (−r sin θ) + fy (r cos θ),

(3)
∂2g

∂r2
=

∂

∂r
(fx) cos θ +

∂

∂r
(fy) sin θ

=
(∂fx
∂x

· ∂x
∂r

+
∂fx
∂y

· ∂y
∂r

)
cos θ +

(∂fy
∂x

· ∂x
∂r

+
∂fy
∂y

· ∂y
∂r

)
sin θ

= (fxx cos θ + fxy sin θ) cos θ + (fyx cos θ + fyy sin θ) sin θ

= fxx cos2 θ + 2 fxy sin θ cos θ + fyy sin2 θ,
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合成関数の微分法だけでなく, 積の微分法を用いて,

(4)
∂2g

∂θ2
=

∂

∂θ
(fx) (−r sin θ) + (fx)

∂

∂θ
(−r sin θ)

+
∂

∂θ
(fy) (r cos θ) + (fy)

∂

∂θ
(r cos θ)

=
(∂fx
∂x

· ∂x
∂r

+
∂fx
∂y

· ∂y
∂r

)
(−r sin θ) + fx (−r cos θ)

+
(∂fy
∂x

· ∂x
∂r

+
∂fy
∂y

· ∂y
∂r

)
(r cos θ) + fy (−r sin θ)

=
(
fxx (−r sin θ) + fxy (r cos θ)

)
(−r sin θ) + fx (−r cos θ)

+
(
fyx (−r sin θ) + fyy (r cos θ)

)
(r cos θ) + fy (−r sin θ)

= r2
(
fxx sin2 θ − 2 fxy sin θ cos θ + fyy cos2 θ

)
− r (fx cos θ + fy sin θ).
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(1)(2)より

(5)
(∂g
∂r

)2
+

1

r2

(∂g
∂θ

)2

= (fx cos θ + fy sin θ)2 +
1

r2
(−r fx sin θ + r fy cos θ)2

= f2
x cos2 θ + 2 fxfy sin θ cos θ + f2

y sin2 θ

+ f2
x sin2 θ − 2 fxfy sin θ cos θ + f2

y cos2 θ

= f2
x + f2

y .
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(1)(3)(4)より

(6)
∂2g

∂r2
+

1

r

∂g

∂r
+

1

r2
∂2g

∂θ2

= fxx cos2 θ + 2 fxy sin θ cos θ + fyy sin2 θ +
1

r
(fx cos θ + fy sin θ)

+
1

r2
r2

(
fxx sin2 θ − 2 fxy sin θ cos θ + fyy cos2 θ

)
− 1

r2
r (fx cos θ + fy sin θ)

= fxx cos2 θ + 2 fxy sin θ cos θ + fyy sin2 θ

+ fxx sin2 θ − 2 fxy sin θ cos θ + fyy cos2 θ

= fxx + fyy.
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先ほどの例に関連して, 応用上, 3次元の場合に必要となることがあるの
で, 以下の結果を紹介しておく.

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ

(r ≧ 0, 0 ≦ θ ≦ π, 0 ≦ ϕ ≦ 2π)が 3次元の極座標である.
f(x, y, z)が C2級のとき, これを代入したものを g(r, θ, ϕ)とすれば,

gr
1

r
gθ

1

r sin θ
gϕ

 =

sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ
cos θ cosϕ cos θ sinϕ − sin θ
− sinϕ cosϕ 0

fx
fy
fz

 ,

fxx + fyy + fzz = grr +
2

r
gr +

1

r2

(
gθθ +

cos θ

sin θ
gθ +

1

sin2 θ
gϕϕ

)
.
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おまけ: 同次関数

f(x, y) = 2x3y − 5x2y2は各項が 4次式でそろっている.
この式の次数という概念を一般化することができる.

(x, y) ≠ (0, 0)に対して決まる関数 f(x, y)が α次の同次関数であるとは,
すべての t > 0とすべての (x, y) ̸= (0, 0)に対して

f(tx, ty) = tα f(x, y)

を満たすことをいう.

例 5.6.

f(x, y) =
√
x2 + y2は 1次の同次関数である.

f(tx, ty) =
√
(tx)2 + (ty)2 =

√
t2(x2 + y2) = t

√
x2 + y2 = t f(x, y).
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例 5.7.

f(x, y) =
x

x2 − y2
は−1次の同次関数である.

f(tx, ty) =
tx

(tx)2 − (ty)2
=

tx

t2(x2 − y2)
= t−1 x

x2 − y2
= t−1 f(x, y).

0次の同次関数を単に同次関数という. 例えば,

f(x, y) =
xy

x2 + y2
, f(x, y) =

x+ 2y√
3x2 + y2

.
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次の結果が知られているので, 示してみよう!

関数 f(x, y) が (x, y) ̸= (0, 0) で C1 級のとき
(1) f(x, y) が α次の同次関数であれば,

♢ x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y) = α f(x, y).

(2) ♢が成立していれば, f(x, y)は α次の同次関数である.
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(1) (x, y) ̸= (0, 0)を定数扱いとする. f(tx, ty) = tα f(x, y)に注意する.
z(t) = f(tx, ty)を微分すると, 合成関数の微分法から,

z′(t) = fx(tx, ty) (tx)
′ + fy(tx, ty) (ty)

′ = x fx(tx, ty) + y fy(tx, ty).

z(t) = tα f(x, y)を微分すると, f(x, y)は定数なので,

z′(t) = α tα−1 f(x, y).

以上の 2つは同じものなので, z′(1)を考えれば,

x fx(x, y) + y fy(x, y) = z′(1) = α f(x, y)
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(2) (x, y) ̸= (0, 0)を定数扱いとする. z(t) = t−α f(tx, ty)とする. これを
tで微分すると, 合成関数の微分法から,

z′(t) = (t−α)′ f(tx, ty) + t−α d

dt
f(tx, ty)

= −α t−α−1 f(tx, ty) + t−α
[
fx(tx, ty) (tx)

′ + fy(tx, ty) (ty)
′]

= −α t−α−1 f(tx, ty) + t−α
[
x fx(tx, ty) + y fy(tx, ty)

]
= −α t−α−1 f(tx, ty) + t−α−1

[
(tx) fx(tx, ty) + (ty) fy(tx, ty)

]
ここで, ♢を仮定していたので,

(tx)
∂f

∂x
(tx, ty) + (ty)

∂f

∂y
(tx, ty) = α f(tx, ty).

これより,

z′(t) = −α t−α−1 f(tx, ty) + t−α−1
[
α f(tx, ty)

]
= 0.
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さて, 平均値の定理から, z(t)− z(1) = z′(c) (t− 1)となる cが (1と tの
間に)ある. z′(c) = 0なので, z(t)− z(1) = 0.
ゆえに, t−α f(tx, ty) = f(x, y). 書き換えて f(tx, ty) = tα f(x, y).
(x, y) ̸= (0, 0)は何でもよかったので, これは f(x, y)が α次の同次関数で
あることを表している.
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一方, 同次関数については, 次も成立する.

関数 f(x, y)が (x, y) ̸= (0, 0)で偏微分可能とする.
このとき, f(x, y)が α次の同次関数であれば, fx(x, y), fy(x, y)は
(α− 1)次の同次関数である.

f(tx, ty) = tα f(x, y)の両辺を xで偏微分すれば, 左辺の偏微分は

fx(tx, ty) (tx)x = t fx(tx, ty).

右辺の偏微分は tα fx(x, y)なので,

t fx(tx, ty) = tα fx(x, y). ∴ fx(tx, ty) = tα−1 fx(x, y).

これは, fx(x, y)が (α− 1)次の同次関数であることを示している.
fy(x, y)も同様にして示せる.
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