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5 ベクトル値微分方程式の解の一意存在

問題 5.1. 可換性により次に注意せよ.

A(y)
(∫ β

α
A(x) dx

)
=

∫ β

α
A(y)A(x) dx =

∫ β

α
A(x)A(y) dx =

(∫ β

α
A(x) dx

)
A(y).

さて,

y1(x) =
(
I +

∫ x

a
A(s) ds

)
y0,

y2(x) =
(
I +

∫ x

a
A(t)

(
I +

∫ t

a
A(s) ds

)
dt
)
y0,=

(
I +

∫ x

a
A(s) ds+

∫ x

a
A(t)

∫ t

a
A(s) ds dt

)
y0.

(P (x)Q(x))′ = P ′(x)Q(x) + P (x)Q′(x)であり
(∫ x

a
A(s) ds

)′
= A(x)だから

∫ x

a
A(t)

∫ t

a
A(s) ds dt =

∫ x

a

(∫ t

a
A(s) ds

)′(∫ t

a
A(s) ds

)
dt =

1

2

(∫ x

a
A(s) ds

)2
.

このようにして帰納法により yn(x) =

n∑
k=0

1

k!

(∫ x

a
A(s) ds

)k
y0 が証明される. 次に

∥yn(x)− yn−1(x)∥ =
∥∥∥ 1

n!

(∫ x

a
A(s) ds

)n
y0

∥∥∥ ≤ 1

n!

∥∥∥(∫ x

a
A(s) ds

)n∥∥∥ ∥y0∥
≤ ∥y0∥

n!

∥∥∥∫ x

a
A(s) ds

∥∥∥n ≤ ∥y0∥
n!

(∫ x

a
∥A(s)∥ ds

)n
≤ ∥y0∥

n!

(∫ b

a
∥A(s)∥ ds

)n

従って {yn(x)}は Cauchy列 (∥ym(x)− yn(x)∥を考えよ)であり, 一様収束することが分かる.

問題 5.2. 一言でいえば, g(x) ∈ C([a, b];RN )ならば x
ag(s) ds ∈ C1([a, b];RN )であることからわかる

(微積分学の基本定理).

問題 5.3. (1) (Φu)(x)− (Φv)(x) =

∫ x

a
A(s)[u(s)− v(s)] ds だから

∥(Φu)(x)− (Φv)(x)∥ ≤
∫ x

a
∥A(s)[u(s)− v(s)]∥ ds ≤

∫ x

a
∥A(s)∥ ∥u(s)− v(s)∥ ds.

Aの連続性より有界であることがわかるので, ∥A(x)∥ ≤ M on [a, b] なるM > 0がある. また ∥ · ∥λ
の定義より

e−λs∥u(s)− v(s)∥ ≤ ∥u− v∥λ ∀ s ∈ [a, b].

以上から

∥(Φu)(x)− (Φv)(x)∥ ≤
∫ x

a
Meλs∥u− v∥λ ds ≤ M∥u− v∥λ

eλx − eλa

λ
.

それゆえに

∥Φu− Φv∥λ = sup
1≤x≤b

e−λx∥(Φu)(x)− (Φv)(x)∥ ≤ sup
1≤x≤b

M∥u− v∥λ
1− e−λ(x−a)

λ
=

M

λ
∥u− v∥λ.

λ > M ならば縮小写像である (c =
M

λ
).

(2) ∥un − un−1∥λ ≤ cn∥u1 − u0∥λ だから Cauchy列であることがわかる.
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問題 5.4. (1) まず内積に対する微分公式 (⟨f(x), g(x)⟩)′ = ⟨f ′(x), g(x)⟩+ ⟨f(x), g′(x)⟩ に注意する.

z′(x) = 2⟨y′1(x)− y′2(x), y1(x)− y2(x)⟩ = 2⟨A(x)[y1(x)− y2(x)], y1(x)− y2(x)⟩.

Cauchy-Schwarzの不等式から

⟨A(x)[y1(x)− y2(x)], y1(x)− y2(x)⟩ ≤ ∥A(x)[y1(x)− y2(x)]∥ ∥y1(x)− y2(x)∥
≤ ∥A(x)∥ ∥y1(x)− y2(x)∥2.

Aの連続性より ∥A(x)∥ ≤ M となるM > 0があるから z′(x) ≤ 2Mz(x)となる.

(2) (e−2Mxz(x))′ = e−2Mx(z′(x)− 2Mz(x)) ≤ 0だから

e−2Mxz(x)− e−2Maz(a) =

∫ x

a
(e−2Msz(s))′ ds ≤

∫ x

a
0 dx = 0.

従って z(x) ≤ z(a)e2Mx. ところで z(a) = ∥y1(a) − y2(a)∥2 = 0, z(x) ≥ 0だから 0 ≤ z(x) ≤
z(a)e2M(x−a) = 0. z(x) = 0 on [a, b]だから y1(x) = y2(x) on [a, b].

(3) (1)(2)より得られる ∥ym(x)− yn(x)∥ ≤ eMx∥y0m − y0n∥ を利用せよ.

(4) z(x) := ∥ym(x)− yn(x)∥2に対して

z′(x) = 2⟨y′m(x)− y′n(x), ym(x)− yn(x)⟩
= 2⟨A(x)[ym(x)− yn(x)] + [Fm(x)− Fn(x)], ym(x)− yn(x)⟩
≤ 2∥A(x)∥ ∥ym(x)− yn(x)∥2 + 2∥Fm(x)− Fn(x)∥ ∥ym(x)− yn(x)∥
≤ (2M + 1) ∥ym(x)− yn(x)∥2 + ∥Fm(x)− Fn(x)∥2.

従ってz′(x) ≤ (2M+1)z(x)+fmn(x)(fmn(x) := ∥Fm(x)−Fn(x)∥2). (e−(2M+1)xz(x))′ = e−(2M+1)x(z′(x)−
(2M + 1)z(x)) ≤ e−(2M+1)xfmn(x). これより

e−(2M+1)xz(x)− e−(2M+1)az(a) ≤
∫ x

a
e−(2M+1)sfmn(s) ds.

z(a) = 0に注意すると

z(x) ≤
∫ x

a
e(2M+1)(x−s)fmn(s) ds. ∴ ∥ym(x)− yn(x)∥2 ≤

∫ x

a
e(2M+1)(x−s)∥Fm(s)− Fn(s)∥2 ds.

問題 5.5. k ∈ C([a, b]× [a, b])に注意せよ. したがって |k(x, y)| ≤ M ∀ x, y ∈ [a, b] となるM > 0が
存在する.

(Φu)(x)− (Φv)(x) =

∫ x

a
k(x, y)[u(y)− v(y)] dy

だから,

|(Φu)(x)− (Φv)(x)| ≤
∫ x

a
M |u(y)− v(y)| dy.

ここで問題 5.3と同じノルムを考えれば |u(y)− v(y)| ≤ eλy∥u− v∥λだから

|(Φu)(x)− (Φv)(x)| ≤
∫ x

a
Meλy∥u− v∥ dy =

M

λ
∥u− v∥λ(eλx − eλa).

∥Φu− Φv∥λ = max
a≤x≤b

e−λx|(Φu)(x)− (Φv)(x)| ≤ max
a≤x≤b

M

λ
∥u− v∥λ(1− e−λ(x−a)) =

M

λ
∥u− v∥λ.

λ > M であれば Φは縮小写像となり, C[a, b]の完備性から不動点 u = Φuが存在する.
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(3) un := u[fn], u := u[f ]とする.

|un(x)− u(x)| ≤
∫ x

a
|k(x, y)| |un(y)− u(y)| dy + |fn(x)− f(x)|

≤
∫ x

a
M |un(y)− u(y)| dy + |fn(x)− f(x)|.

ノルムを考えれば∫ x

a
M |un(y)− u(y)| dy + |fn(x)− f(x)| ≤

∫ x

a
Meλy∥un − u∥λ + eλx∥fn − f∥λ

≤ M

λ
∥un − u∥λ(eλx − eλa) + eλx∥fn − f∥λ.

これより

∥un − u∥λ = max
a≤x≤b

e−λx|un(x)− u(x)|

≤ max
a≤x≤b

[M
λ
∥un − u∥λ(1− e−λ(x−a)) + ∥fn − f∥λ

]
=

M

λ
∥u− v∥λ + ∥fn − f∥λ.

λ > M であれば(
1− M

λ

)
∥un − u∥λ ≤ ∥fn − f∥λ. ∥un − u∥λ ≤

(
1− M

λ

)−1
∥fn − f∥λ.

これより fn → f(n → ∞)ならば u[fn] → u[f ](n → ∞).

問題 5.6. 行列式の微分の性質に注意する.

d

dx

∣∣∣∣∣y11(x) y12(x)

y21(x) y22(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣y′11(x) y′12(x)

y21(x) y22(x)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣y11(x) y12(x)

y′21(x) y′22(x)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a11(x)y11(x) + a12(x)y21(x) a11(x)y12(x) + a12(x)y22(x)

y21(x) y22(x)

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣ y11(x) y12(x)

a21(x)y11(x) + a22(x)y21(x) a21(x)y22(x) + a12(x)y22(x)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a11(x)y11(x) a11(x)y12(x)

y21(x) y22(x)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ a11(x) y12(x)

a22(x)y21(x) a22(x)y22(x)

∣∣∣∣∣
= (a11(x) + a22(x))

∣∣∣∣∣y11(x) y12(x)

y21(x) y22(x)

∣∣∣∣∣ .
問題 5.7. Y (x) := (y1(x), y2(x), · · · , yN (x))とおけば正規化された基本解系は

{Y (x)Y (a)−1e1, Y (x)Y (a)−1e2, · · · , Y (x)Y (a)−1eN}.


